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A. Azats rounding

Àâòîð: Áàåâ À.Æ..

Äîñòàòî÷íî, çàìåòèòü, ÷òî â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ðàöèîíàëüíûìè áóäóò òîëüêî ÷èñëà
âèäà 1

2k
. Îòâåò: k, åñëè n = 2k, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îòâåò ðàâåí (−1).

Àñèìïòîòèêà: O(log n).

B. Billiards

Àâòîð: Áàåâ À.Æ..

Îòðàçèì èñõîäíûé ïðÿìîóãîëüíèê w × h ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî êàæäîé èç ñòîðîí. Ïîëó-
÷åííûå ïðÿìîóãîëüíèêè ñíîâà îòðàçèì çåðêàëüíî îòíîñèòåëüíîé êàæäîé èç ñòîðîí. Òàêèì îáðàçîì
çàìîñòèì âñþ ïëîñêîñòü. Âñå òî÷êè, â êîòîðûå ïîïàäàþò îáðàçû ëåâîãî íèæíåãî óãëà èñõîäíîãî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà, îáðàçóþò ñåòêó ñ øàãîì (2w, 2h). Ïåðâîå ïîïàäàíèå â îäíó èç äàííûõ òî÷åê ïðÿìîé
(x, y) · t ïðè t > 0 è ñîîòâåòñòâóåò âîçâðàòó øàðà â èñõîäíûé óãîë:{

2wn = xt

2hm = yt

A

B

×òîáû íàéòè ìèíèìàëüíûå ïîäõîäÿùèå n è m, ïîäåëèì äàííûå óðàâíåíèÿ:

m

n
=
xh

yw

Ïóñòü d = (xh, yw) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (ìîæíî íàéòè àëãîðèòìîì Åâêëèäà). Òîãäà n =
xh
d
, m = yw

d
. À îòâåò ðàâåí 2n− 1 è 2m− 1.

Àñèìïòîòèêà: O(log(max(xh, yw))).

C. Circles

Àâòîð: Áàåâ À.Æ..

y1

y2
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Äëÿ êàæäîãî x ìîæíî ëåãêî îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå y1(x) òàêîå, ÷òî òî÷êà (x, y1(x))
ïîïàäàåò âî âíóòðåííîñòü (èëè íà ãðàíèöó) ïåðâîãî êðóãà (â ñëó÷àå, åñëè |x − x1| > r1, òî òàêèõ
òî÷åê íåò âîîáùå è áóäåì ñ÷èòàòü y1(x) = −1). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü íå ïðèáåãàÿ ê âåùåñòâåííîé
àðèôìåòèêå, ñ ïîìîùüþ áèíàðíîãî ïîèñêà y1(x) ïî îòâåòó îò 0 äî r1 + 1 ñ óñëîâèåì, ÷òî y1(x)2 + (x−
x1)

2 6 r2. Àíàëîãè÷íî íàõîäèì y2(x) è íàõîäèì y(x) = min(y1(x), y2(x)). Â ñëó÷àå, åñëè y(x) < 0, òî
ïîäõîäÿùèõ òî÷åê ñ àáñöèññîé x íåò. Èíà÷å èõ â òî÷íîñòè 2y(x) + 1. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåáèðàÿ âñå
x îò max(x1 − r1, x2 − r2) äî min(x1 + r1, x2 + r2) ìû íàéäåì îòâåò.

Àñèìïòîòèêà: O(r log r).
Çàìå÷àíèå: ïåðåáîð çà O(r2) ïðåâûøàåò îãðàíè÷åíèÿ ïî âðåìåíè.

D. Diners

Àâòîð: Áàåâ À.Æ..

Çàïóñòèì îáõîä â ãëóáèíó èç âåðøèíû 1, ðàññòàâëÿÿ ó êàæäîé âåðøèíû ðàññòîÿíèå îò êîðíÿ.
Äîïîëíèòåëüíî íàéäåì d � ìàêñèìàëüíóþ ãëóáèíó. Äàëåå çàïóñòèì åùå îäèí îáõîä â ãëóáèíó, ïðè
êîòîðîì äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ïðîâåðÿåì, ìîæíî ëè îò íåå äîéòè âãëóáü äî ìàêñèìàëüíîé ãëóáèíû
d èëè íåò. Åñëè äîéòè ìîæíî, à ñàìà âåðøèíà íàõîäèòñÿ íà ãëóáèíå [d/2], òî ýòà âåðøèíà ïîïàäàåò
â îòâåò.

Àñèìïòîòèêà: O(n).

E. Examination aura

Àâòîð: Àáäèêàëûêîâ À.Ê..

Îòñîðòèðóåì âñå ÷èñëà ïî âîçðàñòàíèþ: b1 6 b2 6 ... 6 bn.
Ðåøåíèå 1. Äëÿ êàæäîé ïàðû ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåðøèí bi è bi+1 ïðîâåðÿåì, õâàòàåò ëè âðåìåíè

ki, ÷òîáû óâåëè÷èòü âñå ýëåìåíòû ñ b1 ïî bi äî óðîâíÿ bi+1. Òî åñòü ñóììàðíî óâåëè÷èòü íà (bi+1 −
bi)i 6 ki, ãäå ki � êîëè÷åñòâî ÷àñîâ, îñòàâøèõñÿ ïåðåä ïðîñìîòðîì i-ãî ýëåìåíòà. Åñëè i = n èëè
îñòàåòñÿ âðåìÿ, ÷òîáû äîïîëíèòü âñå ýëåìåíòû äî óðîâíÿ ai+1, òî óìåíüøàåì îñòàâøååñÿ âðåìÿ:
ki+1 = ki − (ai+1 − ai)i. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûâîäèì îòâåò ai + [ki/i].

Àñèìïòîòèêà: O(n logn).
Ðåøåíèå 2. Ôèêñèðóåì a � ìèíèìàëüíûé óðîâåíü, äî êîòîðîãî óâåëè÷èâàåì âñå ýëåìåíòû bi < a.

Ïðîâåðÿåì, õâàòèò ëè âðåìåíè k äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ:
∑n

i=0 max(a − bi, 0) 6 k. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîäõîäÿùåãî óðîâíÿ èñïîëüçóåì áèíàðíûé ïîèñê ïî îòâåòó îò 0 äî max bi,

Àñèìïòîòèêà: O(n(log n+ log a)).

F. Fibonaccissimo

Àâòîð: Áàåâ À.Æ..

×èñëà Ôèáîíà÷÷è ñ áîëüøèì èíäåêñîì ìîæíî íàéòè â ðåçóëüòàòå âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ìàòðèöû:(
Fn+1 Fn

Fn Fn−1

)
=

(
1 1
1 0

)n

Ïðè÷åì ñäåëàòü ýòî ìîæíî áèíàðíûì âîçâåäåíèåì â ñòåïåíü:

A =


(
An/2

)2
, åñëè n � ÷åòíîå ïîëîæèòåëüíîå,

A ·
(
An/2

)2
, åñëè n �íå÷åòíîå ,

E, n = 0
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Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñàìî Fn íå ïîìåùàåòñÿ ñòàíäàðòíûé òèï. Äîêàæåì, ÷òî ïðè
âîçâåäåíèè â ñòåïåíü ìàòðèöû Ôèáîíà÷÷è ïî ìîäóëþ 109 + 9 ìîæíî èñïîëüçîâàòü àíàëîã ìàëîé
òåîðåìû Ôåðìà, ÷òî ïîçâîëèò çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü íàõîæäåíèå îòâåòà.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x, ÷òî x2 ≡ 5 mod (109 + 9). Çíà÷èò, ñóùå-

ñòâóþò ýëåìåíòû
√

5, λ1 = 1+
√
5

2
è λ2 = 1−

√
5

2
ïî ìîäóëþ 109 + 9. Ïî àíàëîãèè ñ ïîëåì âåùåñòâåííûõ

÷èñåë ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ñëåäóþùèì îáðàçîì:(
1 1
1 0

)
=

1√
5

(
1 1
−λ2 −λ1

)(
λ1 0
0 λ2

)(
λ1 1
−λ2 −1

)
= GΛG−1

Òîãäà ÿñíî, ÷òî âîçâåäåíèå â ñòåïåíü ñâîäèòñÿ ê âîçâåäåíèþ â ñòåïåíü äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû:(
1 1
1 0

)k

=
1√
5

(
1 1
−λ2 −λ1

)(
λk1 0
0 λk2

)(
λ1 1
−λ2 −1

)
= GΛkG−1

À äëÿ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïðèìåíèìà ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà λp−1 ≡ 1 mod p. Çíà-
÷èò, ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà ïðèìåíèìà ïðè âîçâåäåíèè â ñòåïåíü äàííîé ìàòðèöû ïî äàííîìó ìîäóëþ.

Òåïåðü ìîæíî áûñòðî âîçâîäèòü â ñòåïåíü:

Ak ≡ Ak mod (p−1) mod p.

Âî�ïåðâûõ, ñ ïîìîùüþ ìàòðè÷íîãî âîçâåäåíèÿ íàõîäèì k = Fn mod (p − 1). Âî�âòîðûõ, íàõîäèì
FFn = Fk mod p.

Àñèìïòîòèêà: log n.
Çàìå÷àíèå: ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà ïî ìîäóëþ p äëÿ öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö âûïîëíÿåòñÿ â òîì

ñëó÷àå, åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ñóùåñòâóþò ïî ìîäóëþ p.

G. Good round numbers

Àâòîð: Àáäèêàëûêîâ À.Ê..

Îòâåòîì íà çàäà÷ó ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå D(b)−D(a− 1), ãäå D(m) � êîëè÷åñòâî ïîäõîäÿùèõ ÷èñåë
ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî m. ×òîáû íàéòè ÷èñëà ñ êðóãëîñòüþ c äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü ÷èñëà âèäà n(n+ c)
(ýòî ìîæíî ñäåëàòü çà O(

√
m)). Ïðè ýòîì íå çàáûòü îòáðîñèòü òå èç íèõ, êîòîðûå èìåþò äðóãîå

ðàçëîæåíèå n1(n1 + c1), ãäå c1 < c. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âñå ÷èñëà âèäà n2, n(n + 1) è n(n + 2)
èìåþò êðóãëîñòü 0, 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî. Ó ÷èñåë âèäà n(n + 3) èìååòñÿ åäèíñòâåííîå èñêëþ÷åíèå:
4 = 1 · (1 + 3) = 2 · 2, êîòîðîå èìååò êðóãëîñòü 0. Ó ÷èñåë âèäà n(n + 4) èìååòñÿ òîæå åäèíñòâåííîå
èñêëþ÷åíèå: 12 = 2 · 6 = 3 · 4, êîòîðîå èìååò êðóãëîñòü 1.

Àñèìïòîòèêà: O(
√
B).

Çàìå÷àíèå: ïðè áîëåå ñóùåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà C àñèìïòîòèêà áóäåò ðàâíà O(C
√
B).

H. Hit a ball

Àâòîð: Àáäèêàëûêîâ À.Ê..

Âî âñåõ äðóãèõ çàäà÷àõ ìîæíî áûëî íàéòè ÿâíûå íàìåêè íà êðóãè, ñôåðû è øàðû. Â ñàìîé çàäà÷å
ìîæíî áûëî ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ñëîâ ìåæäó çàïÿòûìè: 3 1 4 1 5 9 ... Íàçâàíèå çàäà÷è ñîñòîÿëî
èç ñëîâ 3, 1 è 4 áóêâàìè. Îòâåò: ñîîòâåòñòâóþùàÿ öèôðà ÷èñëà π.

Àñèìïòîòèêà: O(1).

3



Âåñåííèé òóð Îëèìïèàäà ÊÔ ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà 31 ìàÿ 2017

I. Incalculable result

Àâòîð: Íóðàçõàíîâ ×..

Ïðîìîäåëèðóåì ïðîöåññ äëÿ ïåðâûõ max(ai + 2, 2k) èãð (ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ ìîæíî áûëî ïðîìî-
äåëèðîâàòü 1001 øàã). Èãðà áóäåò íåêîððåêòíîé â äâóõ ñëó÷àÿõ: ëèáî âûèãðûø ñåðèè íàñòóïèë äî
ïîñëåäíåé íåîæèäàííîé èãðû an; ëèáî ïîñëå ïîñëåäíåé íåîæèäàííîé èãðû ðàçíèöà an, ðàçíèöà â
ñ÷åòå íà÷èíàåò ïîâòîðÿòñÿ (òî 0, òî 1).

Àñèìïòîòèêà: O(max ai).
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