
Îñåííèé òóð Îëèìïèàäà ÊÔ ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà 15 îêòÿáðÿ 2016

A. A sad number

Àâòîð: Àáäèêàëûêîâ À.Ê..

Ëþáîå ÷èñëî n, íà÷èíàÿ ñ 22, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ÷èñëà, íà÷èíàþùåãîñÿ ñ äâîéêè
è ÷èñëà, îêàí÷èâàþùåãîñÿ äâîéêîé: n = 2 · · · + . . . 2. À ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî 21 íà òðåáóåìóþ ñóììó
ðàçáèòü ìîæíî òîëüêî ÷èñëà 4 è 14.

Àñèìïòîòèêà: O(1).

B. Brute force

Àâòîð: Àáäèêàëûêîâ À.Ê..

Ðàññìîòðèì 1 6 a < b <6 n. Ïîñêîëüêó (a, b) = b
k
äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k, òî (a, b) 6 b

2
6[

n
2

]
. Çíà÷åíèå â ïðàâîé ÷àñòè äîñòèãàåòñÿ, åñëè âçÿòü a =

[
n
2

]
è b = 2

[
n
2

]
.

Àñèìïòîòèêà: O(1).
Çàìå÷àíèå: ïðÿìîé ïåðåáîð O(n) íå ïðîõîäèò ïî îãðàíè÷åíèÿì âðåìåíè.

C. Curtains

Àâòîð: Áàåâ À.Æ..

Âìåñòî ÷èñåë ai áóäåì õðàíèòü èõ ðàçíîñòè di = ai+1 − ai. Òîãäà çàïðîñ ai := ai ± 1 áóäåò
îáðàáàòûâàòüñÿ êàê:

di := di∓ 1, di−1 := di−1 ± 1.

×òîáû áûñòðî íàõîäèòü ìàêñèìóì, âîñïîëüçóåìñÿ ¾ïîäñ÷åòîì¿: áóäåì õðàíèòü pk � ñêîëüêî ðàç
âñòðå÷àåòñÿ ÷èñëî k ñðåäè ÷èñåë di. Òîãäà óâåëè÷åíèå di íà åäèíèöó âëå÷¼ò ñëåäóþùèå èçìåíåíèÿ:

pdi := pdi − 1, pdi+1
:= pdi+1

+ 1.

Àñèìïòîòèêà: O(N +Q).
Çàìå÷àíèå: ñ ïîìîùüþ ñòðóêòóð ïîèñêà (íàïðèìåð, multiset) ìîæíî ðåàëèçîâàòü ðåøåíèå çà

O(Q logN).

D. Dimitriy and broken sum

Àâòîð: Àáäèêàëûêîâ À.Ê..

Âèäíî, ÷òî ai = i+ bi2̇
k−1, ãäå bi = ±1. Çíà÷èò,

a0 + a1 + · · ·+ an =
n(n+ 1)

2
+ (b0 + b1 + · · ·+ bn)2̇

k−1.

Ïðè ýòîì ñóììû bi ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ � ýòî ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ïåðèîäîì 2k,
â íà÷àëå êîòîðîé èäóò 2k−1 åäèíèö, çàòåì 2k−1 ìèíóñ åäèíèö, è òàê äàëåå.

Àñèìïòîòèêà: O(1).
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E. Excursion in snowy cube

Àâòîð: Áàåâ À.Æ..

Ðàññìîòðèì âçâåùåííûé ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíû � ýòî òî÷êè, à ðåáðà � ýòî äëèíà îòðåçêà
ìåæäó òî÷êàìè â ïðîñòðàíñòâå.

Çàôèêñèðóåì L. Äàëåå ïîñòðîèì êðàò÷àéøèé ïóòü îò âåðøèíû A äî âåðøèíû B îñóùåñòâëÿåòñÿ
ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Äåéêñòðû, ïðè ýòîì èãíîðèðóåì âñå ðåáðà âåñîì áîëåå L.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè òàêîé ïóòü íàéä¼òñÿ äëÿ íåêîòîðîãî L, òî îí íàéä¼òñÿ è äëÿ ëþáîãî L′ > L.
Ñîîòâåòñòâåííî, ïîäõîäÿùåå L ìîæíî íàéòè áèíàðíûì ïîèñêîì ïî L èç äèàïàçîíà [0;K] äî ñîîòâåò-
ñòâóþùåé òî÷íîñòè. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ñóùåñòâóåò ëè âîîáùå òàêîå L (åñëè ïðè L = K
òàêîé ïóòü íå íàéäåòñÿ, òî îòâåò îòðèöàòåëüíûé).

Àñèìïòîòèêà: O(N2 logK).
Çàìå÷àíèå: ñ ïîìîùüþ ñòðóêòóð ïîèñêà ìîæíî ðåàëèçîâàòü áûñòðûé àëãîðèòì Äåéêñòðû çà

O(N logN logK).

F. Food getting ways

Àâòîð: Áàåâ À.Æ..

Ïóñòü ui è di � ÷èñëî ñïîñîáîâ äîéòè äî âåðõíåãî è íèæíåãî êîíöà i-ãî ïåðåóëêà ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà îòâåòîì íà çàäà÷ó áóäåò dn, è åãî ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë{

di := (di−1 + ui−1) modM

ui := ui−1

åñëè i-ûé ïåðåóëîê âèäà '/' è {
di := di−1

ui := (di−1 + ui−1) modM

èíà÷å.
Çàìå÷àíèå: ìîæíî îáîéòèñü áåç õðàíåíèÿ âñåãî ìàññèâîâ d è u, êàæäûé ðàç îáíîâëÿÿ òîëüêî äâà

òåêóùèõ ýëåìåíòà.

G. Great and mighty

Àâòîð: Áàåâ À.Æ..

Îòâåòîì ÿâëÿëîñü êîëè÷åñòâî áóêâ â çàïèñè ÷èñëà íà òð¼õ ÿçûêàõ:

äåñÿòü îí ten
6 2 3
äâà åêi two
3 3 3

H. Hobby

Àâòîð: Áàåâ À.Æ..

Îïðåäåëèòü, ìîæíî ëè ñîáðàòü çàìêíóòóþ æåëåçíóþ äîðîãó èç A ïðÿìûõ ýëåìåíòîâ è B óãîëêîâ.
Î÷åâèäíî, ÷òî îáà ÷èñëà â ïàðå (A, B) äîëæíû áûòü ÷¼òíûìè; òàêæå íåîáõîäèìî, ÷òîáû óãîëêîâ
áûëî êàê ìèíèìóì 4 øòóêè. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé A > 2. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ áàçîâûå ñáîðêè
(2, 4) è (2, 6).
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A = 2, B = 4 A = 2, B = 6

Â ëþáóþ óæå ïîñòðîåííóþ êîíñòðóêöèþ ìîæíî äîáàâèòü äâà ïðÿìûõ ýëåìåíòà. Ñîîòâåòñòâåííî,
èç êîíñòðóêöèè ñ (A,B) ýëåìåíòàìè, ìîæíî ïîëó÷èòü (A+ 2, B).

(A, B) → (A + 2, B)

Òàêæå â ëþáóþ óæå ïîñòðîåííóþ êîíñòðóêöèþ, ãäå èìååòñÿ õîòÿ áû ïî äâà ýëåìåíòà êàæäîãî
âèäà, ìîæíî äîáàâèòü ÷åòûðå óãîëêà.

(A, B) → (A, B + 4)

Ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî ïîñòðîèòü äîðîãó äëÿ ëþáîé ïàðû (2n, 2m), ãäå n > 1, m > 2.
Ðàññìîòðèì îòäåëüíî A = 0. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî B îáÿçàòåëüíî êðàòíî ÷åòûðåì. Èñïîëü-

çóÿ áàçîâûé ïðèìåð (0, 12) è ïåðåáðàâ ìåíüøèå âàðèàíòû âðó÷íóþ, ïîëó÷àåì, ÷òî âîçìîæíû âñå
êîíñòðóêöèè âèäà (0, 4k), êðîìå (0, 8).

I. IMC problem

Àâòîð: Àáäèêàëûêîâ À.Ê..

Ôèêñèðóåì ÷èñëî k. Ïîñ÷èòàåì ñêîëüêî ÷èñåë òàêîãî âèäà íå ïðåâîñõîäÿò k. Äëÿ ýòî äëÿ êàæäîé
ñòåïåíè äâîéêè òàêîé, ÷òî 2i 6 k äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü âñå ñòåïåíè ïÿòåðêè òàêîé, ÷òî 5j2i 6 k. ßñíî
÷òî èòîãîâîå êîëè÷åñòâî òàêèõ ÷èñåë áóäåò íå áîëüøå, ÷åì log2 k log5 k. Òàê êîëè÷åñòâî ïîäõîäÿùèõ
÷èñåë ñ ðîñòîì k íå óìåíüøàåòñÿ, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü áèíàðíûé ïîèñê íà îòðåçêå [0; 1018].

Àñèìïòîòèêà: O(log2 n).
Çàìå÷àíèå: ó÷èòûâàÿ, ÷òî n 6 813, ìîæíî ïðîñòî ñãåíåðèðîâàòü âñå ÷èñëà.
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J. Join the knowledge

Àâòîð: Àáäèêàëûêîâ À.Ê..

Íàéä¼ì ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè îáõîäîì â øèðèíó èëè ãëóáèíó, è êàæäîé êëåòêå ïðèñâîèì
ñîîòâåòñòâóþùèé íîìåð. Åñëè êîìïîíåíò áîëüøå 4, òî îòâåò çàâåäîìî ¾íåò¿. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
íóæíî áóäåò ïåðåáðàòü âñå êëåòêè ñî ñòåíàìè è ïðîâåðèòü, íàéäåòñÿ ëè ñðåäè íèõ òàêàÿ, êîòîðàÿ
èìååò îáùóþ ñòîðîíó ñ êàæäîé êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè.

Àñèìïòîòèêà: O(n2).

K. Keg and dipper

Àâòîð: Áàåâ À.Æ..

Áóäåì ïåðåáèðàòü êîëè÷åñòâî êîâøåé N íà÷èíàÿ ñ 1. Çàìåòèì, ÷òî îòâåò íà çàäà÷ó íå ìåíÿåòñÿ,
åñëè óìåíüøèòü âñå òåìïåðàòóðû íà îäíî è òîæå ÷èñëî. Óìåíüøèì âñ¼ íà C: A1 = A−C, B1 = B−C,
H1 = H − C. Îñòàåòñÿ íàéòè òàêîå N , ÷òî A1 6 xH1

N
6 B1. Òî åñòü ñóùåñòâóåò öåëîå x ìåæäó A1N

H1

è B1N
H1

. Òàê êàê ïðè N = H1 äàííûå ÷èñëà áóäóò ãàðàíòèðîâàíî öåëûìè, òî ïåðåáîð íå ïðåâûñèò H
ïðîâåðîê.

Àñèìïòîòèêà: O(H).

L. Lazy programming

Àâòîð: Àáäèêàëûêîâ À.Ê..

τ(k) ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k � òî÷íûé êâàäðàò. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå íà ÷¼òíîñòü ÷èñëî òî÷íûõ êâàäðàòîâ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n. ×¼òíîñòü èñêîìîé
ñóììû ñîâïàäàåò ñ ÷¼òíîñòüþ ÷èñëà [

√
n].

Àñèìïòîòèêà: O(1).
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