
Âåñåííèé òóð Îëèìïèàäà ÊÔ ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà 18 ìàðòà 2015

A. Àdamant digit

Àâòîð: Àáäèêàëûêîâ À.Ê..

×èñëî áóäåò ñîñòîÿòü èç m îäèíàêîâûõ öèôð (n− 1) mod 9 + 1, ãäå m =
[
n−1
9

]
+ 1.

Àñèìïòîòèêà: O(n).

B. Binary palindromes

Àâòîð: Áàåâ À.Æ..

Îáîçíà÷èì f(k) � ÷èñëî, ïîëó÷åííîå ïåðåâåðíóòîé áèòîâîé çàïèñüþ ÷èñëà k.
Ïóñòü äâîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà n ñîñòîèò èç 2d áèò. Îòðàçèì ïåðâóþ ïîëîâèíó áèòîâ (÷èñëî k =[

n
2d

]
) íà âòîðóþ çåðêàëüíî:

g1(n) = 2dk + f(k)

Åñëè g1(n) 6 n, òî g1(n) ÿâëÿåòñÿ îòâåòîì. Èíà÷å óìåíüøèì íà åäèíèöó ïåðâóþ áèòîâóþ ïîëîâèíó
÷èñëà n è òàêæå îòðàçèì íà âòîðóþ çåðêàëüíî:

g2(n) = 2d(k − 1) + f(k − 1)

Åñëè äâî÷èíàÿ çàïèñü ÷èñëà n ñîñòîèò èç 2d+ 1 áèò, òî ïîñòóïàåì àíàëîãè÷íî:

g1(n) = 2dk + f

([
k

2

])

g2(n) = 2d(k − 1) + f

([
k − 1

2

])
Àñèìïòîòèêà: O(log n).

C. Composition of matrices

Àâòîð: Áàåâ À.Æ..

Âåêòîð íå èçìåíèò ñâîþ äëèíó, åñëè ïåðåä îïåðàöèåé ïðîåêòèðîâàíèÿ íà îñü, îí ïàðàëëåëåí ýòîé
îñè. Ïåðåáåðåì âñå âîçìîæíûå öåëî÷èñëåííûå óãëû ïîâîðîòà α îò 0 äî 179 (ãðàäóñîâ). Ïåðåä êàæäûì
îïåðàòîðîì ïðîåöèðîâàíèÿ, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ïðîâåðèì âåëè÷èíó òåêóùåãî óãëà ïî ìîäóëþ 180.
Åñëè ïåðåä ïðîåöèðîâàíèåì íà OX óãîë îòëè÷åí îò 0, òî α íå ïîäõîäèò. Åñëè ïåðåä ïðîåöèðîâàíèåì
íà OY óãîë îòëè÷åí îò 90, òî α íå ïîäõîäèò.

Àñèìïòîòèêà: O(n).

D. Deep tree

Àâòîð: Àáäèêàëûêîâ À.Ê..

Çàìåòèì, ÷òî ïåðåõîäû ïî äåðåâó ñîîòâåòñòâóþò íàõîæäåíèþ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëè ÷è-
ñåë. Ïðè÷åì, åñëè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (p, q) îòëè÷åí îò 1, òî ðåøåíèÿ íåò. Çíà÷èò, îòâåòîì
áóäåò êîëè÷åñòâî èòåðàöèé â àëãîðèòìå Åâêëèäà. Åñëè gcd(a, b) � êîëè÷åñòâî äåéñòâèé äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ ÷èñåë (a, b), òî

gcd(a, b) = gcd(b, a mod b) + a/b.

Àìèïòîòèêà: O(logmax(a, b)).
Óêàçàíèå: àëãîðèòì Åâêëèäà ñ âû÷èòàíèåì íå ïðîõîäèë èç-çà îãðàíè÷åíèé ïî âðåìåíè.
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Âåñåííèé òóð Îëèìïèàäà ÊÔ ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà 18 ìàðòà 2015

E. Empty ñornet

Àâòîð: Áàåâ À.Æ..

Åñëè õîòÿ áû ó îäíîé èç òðåõ òî÷åê êîîðäèíàòà zi < 0, òî ðåøåíèÿ íåò. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
äîñòàòî÷íî íàéòè îáúåì òåòðàýäðà

V =
1

6
det

x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3


Òàê êàê óðîâåíü äîëæåí áûòü ïàðàëëåëåí ïëîñêîñòè XOY , òî íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè íîðìèðîâêó
âåêòîðîâ (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) è (x3, y3, z3) òàê, ÷òîáû èõ z-êîîðäèíàòà áûëà ðàâíà h = min z1, z2, z3
� ìèíèìàëüíîé èç òðåõ. Òàêèì îáðàçîì, îáúåì ðàâåí:

Ṽ = V · h3

z1z2z3
.

Àñèìïòîòèêà: O(1).

F. Fantastic system

Àâòîð: Àáäèêàëûêîâ À.Ê..

Ïóñòü d[i] � êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ çàïèñàòü i â ôàíòàñòè÷åñêîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.
Åñëè i = 2k+1, òî ðàçðÿä åäèíèö ìîæåò áûòü òîëüêî 1, à îñòàëüíûå ðàçðÿäû ÿâëÿþòñÿ ðàçðÿäàìè

÷èñëà k.
Åñëè i = 2k, òî ðàçðÿä åäèíèö ìîæåò áûòü ëèáî 0, ëèáî 2. Åñëè ýòî 0, òî îñòàëüíûå ðàçðÿäû

ñîîòâåòñòâóþò ðàçðÿäàì ÷èñëà k. Åñëè ýòî 2, òî îñòàëüíûå ðàçðÿäû ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëó k − 1.
Èòîã: {

d[2k + 1] = d[k]

d[2k] = d[k] + d[k − 1]

Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ: d[0] = 1, d[1] = 1.

G. Great graph

Àâòîð: Àáäèêàëûêîâ À.Ê., Áàåâ À.Æ..

Ñòðîèì ðåøåòî Ýðàòîñôåíà äëÿ ïåðâûõ 10000 ÷èñåë. Ôèêñèðóåì n. ×èñëà áóäåì èñêàòü îáõîäîì
â ãëóáèíó èëè øèðèíó, ãäå ïåðåõîä ìåæäó ÷èñëàìè ïðîâåðÿåòñÿ ïî ðåøåòó Ýðàòîñôåíà. ßñíî, ÷òî
åñëè çàäà÷à èìååò ðåøåíèå ïðè íåêîòîðîì n, òî îíà èìååò ðåøåíèå è ïðè áîëüøèõ n. Àíàëîãè÷íî,
åñëè îíà íå âûïîëíèìà ïðè n, òî è íå âûïîëíèìà ïðè ìåíüøèõ. Çíà÷èò îòâåò ìîæíî íàéòè áèíàðíûì
ïîèñêîì ïî n èç äèàïàçîíà îò 0 äî 10 000.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ÷èñëî ðåáåð íå ïðåâûøàåò n2.
Àñèìïòîòèêà: O(m logm+ n2 logm)

H. H

Àâòîð: Àáäèêàëûêîâ À.Ê., Áàåâ À.Æ..

Îòâåòîì íà çàäà÷ó áûëî íàçâàíèå çàäà÷è ýòîé îëèìïèàäû: 'Adamant digit', 'Binary palindromes',
'Composition of matrices', 'Deep tree', 'Empty cornet', 'Fantastic system', 'Great graph', 'H', 'Insidious
time limit', 'Jagged sequence'.

Àñèìïòîòèêà: O(1).
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Âåñåííèé òóð Îëèìïèàäà ÊÔ ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà 18 ìàðòà 2015

I. Insidious time limit

Àâòîð: Àáäèêàëûêîâ À.Ê..

Èñïîëüçóåì ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå: an
an−1

an−2

 =

0 1 1
1 0 0
0 1 0

an−1

an−2

an−3


Òàêèå îáðàçîì (an, an−1, an2)

T = An−2(a2, a1, a0)
T . Îñòàëîñü âû÷èñëèòü ñòåïåíü ìàòðèöû An−2, ÷òî

ìîæíî ñäåëàòü áèíàðíûì âîçâåäåíèåì â ñòåïåíü: Am =


E, åñëè m = 0(
A[n/2]

)2
, åñëè m � ÷åòíîå, m > 0(

A[n/2]
)2 · A, åñëè m � íå÷åòíîå

Àñèìïòîòèêà: O(log n)
Çàìå÷àíèå 1: âñå óìíîæåíèÿ â ìàòðè÷íûõ äåéñòâèÿõ íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü ïî ìîäóëþ.
Çàìå÷àíèå 2: íàèâíîå ðåøåíèå íå ïðîõîäèò ïî îãðàíè÷åíèÿì âðåìåíè.

J. Jagged sequence

Àâòîð: Àáäèêàëûêîâ À.Ê..

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bi = ai− i. Íåîáõîäèìî èçìåíèòü åå ÷èñëà òàê,
÷òîáû âñå ÷èñëà ñòàëè ðàâíûìè.

Ðåøåíèå 1. Îòñîðòèðóåì ÷èñëà ïî âîçðàñòàíèþ b̃i. Èñêîìûì ÷èñëîì áóäåò ìåäèàíà b̃[n/2]. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè èñêîìîå ÷èñëî ìåíüøå, òî êàæäîå ÷èñëî b̃[i] ïðè i > [n/2] íåîáõîäèìî óìåíüøèòü
äîïîëíèòåëüíî íà 1, à ÷èñëà b̃[i] ïðè i < [n/2] íåîáõîäèìî óâåëè÷èòü äîïîëíèòåëüíî íà 1. Òîãäà
îáùåå êîëè÷åñòâî èçìåíåíèé óâåëè÷èòñÿ, òàê êàê ÷èñåë ïåðâîé ãðóïïû áîëüøå, ÷åì ÷èñåë âòîðîé
ãðóïïû.

Àñèìïòîòèêà: O(n log n).
Ðåøåíèå 2. Ðàññìîòðèì m � èòîãîâîå çíà÷åíèå âñåõ ÷èñåë. Òîãäà êîëè÷åñòâî èçìåíåíèé ðàâíî

f(m) =
n∑

i=1

|bi −m|

Äàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé è âûïóêëîé âíèç. Ïîýòîìó åå ìèíèìóì ìîæíî íàéòè
òåðíàðíûì ïîèñêîì ïî m íà îòðåçêå îò min bi äî max bi.

Àñèìïòîòèêà: O(m log(max |ai|+ n)).
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