
Âåñåííèé òóð Îëèìïèàäà ÊÔ ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà 31 ìàÿ 2017

Îãðàíè÷åíèå âî âñåõ çàäà÷àõ ïî ïàìÿòè: 64 Ìá

Îãðàíè÷åíèå âî âñåõ çàäà÷àõ ïî âðåìåíè: 1 ñåê.

A. Azat's rounding

Àçàòó äàëè çàäàíèå îêðóãëèòü ÷èñëî âèäà 1/n äî íåñêîëüêèõ äâîè÷íûõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.
Íàïðèìåð, îêðóãëÿÿ 1/5 = 0, 2 = 0, 001100110011...2 äî 4 öèôð ïîñëå çàïÿòîé, îí ïîëó÷àåò 0, 00112 =
0, 1875. Çàäà÷à íåòðèâèàëüíàÿ, íî çàòî Àçàòó ìîæíî ñàìîìó âûáèðàòü k � êîëè÷åñòâî çíàêîâ ïîñëå
çàïÿòîé, êîòîðûå îñòàþòñÿ ïîñëå îêðóãëåíèÿ äàííîãî åìó ÷èñëî. ×òîáû áûëî êàê ìîæíî ïðîùå, îí
ðåøèë âûáðàòü òàêîå ìèíèìàëüíîå k, ÷òîáû ðåçóëüòàò îêðóãëåíèÿ ñîâïàäàë ñ íà÷àëüíûì ÷èñëîì.
Êàêîå k åìó ñëåäóåò âûáðàòü?

Ââîä.

Îäíî öåëîå ÷èñëî n (îò 1 äî 109).

Âûâîä.

Îäíî öåëîå ÷èñëî k. Åñëè òàêîãî k íå ñóùåñòâóåò, âûâåñòè −1.

Ïðèìåð.

Ââîä Âûâîä

4 2

3 -1

Êîììåíòàðèé.

Îêðóãëÿÿ 1/4 = 0, 012 äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé, Âû ïîëó÷àåòå ñàìî ÷èñëî 1/4.

B. Billiards

×òîáû îòäîõíóòü îò òåîðèè ÷èñåë è ïðî÷åé ìàòåìàòèêè, Äèìèòðèé ðåøèë ñûãðàòü â áèëüÿðä íà
ñòîëå øèðèíîé w è äëèíîé h. Îí ïóñêàåò êðóãëûé øàð èç ëåâîãî íèæíåãî óãëà è æä¼ò, êîãäà îí
âåðí¼òñÿ â òîò æå óãîë. Òàê êàê Äèìèòðèé îòäûõàåò îò ìàòåìàòèêè, ïîñ÷èòàéòå çà íåãî, ñêîëüêî ðàç
øàð îòðàçèòñÿ îò ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ áîðòèêîâ.

Ââîä.

×åòûðå öåëûõ ÷èñëà w, h, x, y (îò 1 äî 109), w, h � øèðèíà è äëèíà ñòîëà, (x, y) � âåêòîð ñêîðîñòè,
êîòîðàÿ áûëà ïðèäàíà øàðó.

Âûâîä.

Äâà öåëûõ ÷èñëà � êîëè÷åñòâî îòðàæåíèé îò ãîðèçîíòàëüíûõ è îò âåðòèêàëüíûõ áîðòèêîâ, ñîîò-
âåòñòâåííî.

Ïðèìåð.

Ââîä Âûâîä

2 3

2 2

3 5

2 3

2016 2017

4033 6047
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Êîììåíòàðèé.

Øàð ëåòèò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, ðàâíîé íà÷àëüíîé. Âåêòîð ñêîðîñòè ïðè îòðàæåíèÿõ ìå-

íÿåòñÿ ñîãëàñíî ñòàíäàðòíûì çàêîíàì îòðàæåíèÿ ñâåòà. Ñòîë íå èìååò ëóç è ïðè ïîïàäàíèè

â óãîë ñòîëà øàð ïðîñòî èä¼ò îáðàòíî. Îòðàæåíèå îò óãëà ñ÷èòàåòñÿ îòðàæåíèåì îò äâóõ

áîðòèêîâ îäíîâðåìåííî.

C. Circles

Ñàøà ëþáèò ðèñîâàòü êðóãè íà êëåò÷àòîé áóìàãå. Öåëûì êðóãîì îíà íàçûâàåò òàêîé êðóã, ó
êîòîðîãî öåíòð èìååò êîîðäèíàòû (x, 0), ãäå x � öåëîå ÷èñëî, à ðàäèóñ ðàâåí R � öåëîìó ïîëîæè-
òåëüíîìó ÷èñëó. Íåäàâíî îíà óçíàëà îá î÷åíü èíòåðåñíîé íàó÷íîé çàäà÷êå: ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî
òî÷åê ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè âíóòðè öåëîãî êðóãà. Àëåêñàíäðà óæå ðàçâèëà â ñåáå äóõ
ÌÃÓ, è ïîýòîìó îíà ñòàâèò áîëåå ñëîæíóþ çàäà÷ó: íàéòè êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê, êîòîðûå ïðèíàä-
ëåæàò ñðàçó äâóì öåëûì êðóãàì.

Ââîä.

×åòûðå öåëûõ ÷èñëà x1, R1, x2, R2, ãäå x1 è x2 (îò −105 äî 105) � àáñöèññû öåíòðîâ äâóõ îêðóæ-
íîñòåé, à R1 è R2 (îò 1 äî 105) � ðàäèóñû îêðóæíîñòåé.

Ââîä.

Îäíî öåëîå ÷èñëî � êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê âíóòðè ïåðåñå÷åíèÿ öåëûõ êðóãîâ.

Ïðèìåð.

Ââîä Âûâîä

3 4

-1 2

5

0 5

0 13

81

D. Diners

Àéòìóõàììåä, Êóàò è Ïàâåë, êàê è ìíîãèå äðóãèå ñòóäåíòû, ïîñëå óíèâåðñèòåòà äîáèðàþòñÿ
äîìîé íà àâòîáóñàõ. Ñàìè àâòîáóñíûå ìàðøðóòû îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• êàæäàÿ îñòàíîâêà ÿâëÿåòñÿ ëèáî êîíå÷íîé äëÿ íåêîòîðîãî ìàðøðóòà, ëèáî ïðîõîäíîé äëÿ îä-
íîãî èëè íåñêîëüêèõ ìàðøðóòîâ;

• âñå ìàðøðóòû êóðñèðóþò îò êîíå÷íûõ äî óíèâåðñèòåòà è îáðàòíî (ìàðøðóòû ñîâïàäàþò ïðè
äâèæåíèè îò óíèâåðñèòåòà äî äîìà è îáðàòíî).

• îò ëþáîé êîíå÷íîé îñòàíîâêè äî óíèâåðñèòåòà ìîæíî äîáðàòüñÿ òîëüêî îäíèì ìàðøðóòîì.

Ñàìûå îòäàëåííûå îò óíèâåðñèòåòà êîíå÷íûå îñòàíîâêè ÿâëÿþòñÿ äîìàøíèìè, ïîòîìó ÷òî èìåííî
òàì âûõîäÿò âñå ñòóäåíòû, êîòîðûå åäóò äîìîé. Ïðè ýòîì íà êàæäîé äîìàøíåé îñòàíîâêå îáÿçà-
òåëüíî âûõîäèò êòî-òî èç ñòóäåíòîâ. Ïîñëå äîëãèõ èññëåäîâàíèé Èëüÿ âûÿñíèë, ÷òî àáñîëþòíî ó
âñåõ ñòóäåíòîâ âîçíèêàåò æåëàíèå ïåðåêóñèòü ïî ïóòè äîìîé. ×òîáû óäîâëåòâîðèòü æåëàíèå îä-
íîãðóïïíèêîâ, ïðåäïðèèì÷èâûé Èëüÿ ðåøèë îòêðûòü ñåòü ñòîëîâûõ ¾Êðóãëûé îáåä¿. Ðàçìåñòèòü
ñòîëîâûå îí ñîáèðàåòñÿ íà îñòàíîâêàõ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ðîâíî íà ïîëîâèíå ïóòè èç óíèâåðñèòå-
òà äîìîé êàæäîãî èç ñòóäåíòîâ (åñëè ïîëîâèíà ïóòè íàõîäèòñÿ ìåæäó äâóìÿ îñòàíîâêàìè, òî îí
âûáåðåò áëèæàéøóþ ê óíèâåðñèòåòó). Ãäå æå Èëüÿ ðàçìåòèò ñòîëîâûå?
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Ââîä.

Â ïåðâîé ñòðîêå îäíî öåëîå ÷èñëî n (îò 2 äî 100) � êîëè÷åñòâî îñòàíîâîê â ãîðîäå, êîòîðûå
ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 1 äî n (îñòàíîâêà 1 ñîîòâåòñòâóåò óíèâåðñèòåòó). Âî âòîðîé ñòðîêå (n−1)
öåëîå ÷èñëî p2, p3, . . . , pn (îò 1 äî n), ãäå pk � îñòàíîâêà, íà êîòîðóþ åäåò àâòîáóñ ïîñëå îñòàíîâêè
k ïðè äâèæåíèè îò êîíå÷íîé îñòàíîâêè ê óíèâåðñèòåòó.

Âûâîä.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë � íîìåðà îñòàíîâîê â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, íà êîòîðûõ Èëüÿ
ðàçìåñòèò ñòîëîâûå.

Ïðèìåð.

Ââîä Âûâîä

6

5 1 3 1 1

3 5

2

1

1

Êîììåíòàðèé.

Â ïåðâîì ïðèìåðå ñòóäåíòû âûõîäÿò íà îñòàíîâêàõ ïîä íîìåðàìè 2 è 4. Ñîîòâåòñòâåííî,

ñòîëîâûå ðàçìåñòèòü íàäî íà 5-é è 3-é îñòàíîâêàõ.

E. Examination aura

Àóðà ñåññèè, êîòîðóþ Àíóàð ïîñòîÿííî ÷óâñòâóåò âîêðóã ñåáÿ â óíèâåðñèòåòå, ïîäâèãëà åãî íà÷àòü
ïîäãîòîâêó ê ýêçàìåíó ïî ¾ßçûêàì è ìåòîäàì ïðîãðàììèðîâàíèÿ¿. Àíóàðó íåîáõîäèìî ïîäãîòîâèòü
n áèëåòîâ. Íà äàííûé ìîìåíò åãî óâåðåííîñòü â ïîíèìàíèè i-ãî áèëåòà ñîñòàâëÿåò ai ïðîöåíòîâ. Äî
ýêçàìåíà îñòàëîñü âñåãî k ÷àñîâ, à çà 1 ÷àñ ïîäãîòîâêè îí ìîæåò ïîäíÿòü óðîâåíü ñâîåé óâåðåííîñòè
ïî êàêîìó-òî îäíîìó áèëåòó íà ñâîé âûáîð íà îäèí ïðîöåíò. Àíóàðà àáñîëþòíî íå ñìóùàåò, ÷òî îí
ìîæåò áûòü óâåðåí â áèëåòå áîëüøå, ÷åì íà 100 ïðîöåíòîâ. Äà õîòü íà 256 ïðîöåíòîâ! Îáùàÿ óâåðåí-
íîñòü ïåðåä ýêçàìåíîì ðàâíà ìèíèìàëüíîé óâåðåííîñòè ñðåäè âñåõ áèëåòîâ. Êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ
îáùóþ óâåðåííîñòü ïåðåä ýêçàìåíîì Àíóàð ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü ñåáå?

Ââîä.

Â ïåðâîé ñòðîêå äâà öåëûõ ÷èñëà: n (îò 1 äî 105) � êîëè÷åñòâî áèëåòîâ è k (îò 1 äî 1018) �
êîëè÷åñòâî ÷àñîâ äî ýêçàìåíà.
Âî âòîðîé ñòðîêå n öåëûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an (îò 0 äî 109) � óâåðåííîñòü â ïîíèìàíèè áèëåòîâ.
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Âûâîä.

Îäíî öåëîå ÷èñëî � ìàêñèìàëüíàÿ îáùàÿ óâåðåííîñòü.

Ïðèìåð.

Ââîä Âûâîä

5 6

5 1 4 1 2

3

F. Fibonaccissimo

Òåìèðõàí ëþáèò áîëüøèå ÷èñëà. Ðàçóìååòñÿ, îí äàâíî çíàêîì ñ ÷èñëàìè Ôèáîíà÷÷è Fn, êîòîðûå,
ïî åãî ñëîâàì, ñ ðîñòîì n ðàñòóò íå òàê áûñòðî, êàê åìó õîòåëîñü áû. ×òîáû óñêîðèòü ðîñò ýòèõ ÷èñåë,
îí ââåë ïîíÿòèå ¾ãîëîâîêðóæèòåëüíî áîëüøèõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è¿, ãäå n-å ÷èñëî îïðåäåëÿåòñÿ êàê
FFn . Ýòî äåéñòâèòåëüíî áîëüøèå ÷èñëà! Îñòàëîñü òîëüêî ïðèäóìàòü, êàê èõ âû÷èñëÿòü.

Ââîä.

Îäíî öåëîå ÷èñëî n (îò 1 äî 1018).

Âûâîä.

Îäíî öåëîå ÷èñëî FFn . Òàê êàê îòâåò ìîæåò áûòü î÷åíü áîëüøèì, âûâåñòè îòâåò ïî ìîäóëþ 109+9
.

Ïðèìåð.

Ââîä Âûâîä

6 21

2017 372625276

G. Good round numbers

Áåêàðûñ ïðèäóìàë íîâûé òåðìèí � ¾êðóãëîñòü¿ ÷èñëà! Êðóãëîñòüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îí
íàçûâàåò ìèíèìàëüíîå òàêîå k, äëÿ êîòîðîãî íàéäóòñÿ äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà p è q òàêèõ, ÷òî
|p−q| = k è pq = n. Íàïðèìåð, êðóãëîñòü òî÷íûõ êâàäðàòîâ ðàâíà íóëþ, ÷òî äîâîëüíî-òàêè ëîãè÷íî.
Ïîìîãèòå Áåêàðûñó íàéòè âñå ÷èñëà ñ çàäàííîé êðóãëîñòüþ íà äàííîì îòðåçêå.

Ââîä.

Òðè öåëûõ ÷èñëà A, B (îò 1 äî 109) è C (îò 0 äî 4).

Âûâîä.

Îäíî öåëîå ÷èñëî � êîëè÷åñòâî ÷èñåë ñ êðóãëîñòüþ C íà îòðåçêå [A,B] .

Ïðèìåð.

Ââîä Âûâîä

8 32 4 2

1 2017 3 42
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H. Hit a ball

Èãðû ñ ìÿ÷îì, ðàçóìååòñÿ, ïîëåçíû äëÿ âàøåãî çäîðîâüÿ; âîîáùå, ïîëåçíû ðåãóëÿðíûå çàíÿòèÿ
ëþáûì ñïîðòîì, äàæå åñëè ýòî íèêàê íå îòíîñèòñÿ ê äàííîé çàäà÷å.

Ââîä.

Îäíî öåëîå ÷èñëî n (îò 0 äî 10).

Ïðèìåð.

Ââîä Âûâîä

0 3

2 4

4 5

I. Incalculable result

Òèìóð è Åðóëàí íåäàâíî óçíàëè, ÷òî èãðû ñ ìÿ÷îì ïîëåçíû äëÿ çäîðîâüÿ, òàê ÷òî îíè ðåøè-
ëè óñòðîèòü òîâàðèùåñêèé òåííèñíûé ìàò÷ ìåæäó ñîáîé. Ïðèçîì, åñòåñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ ¾Ñíåæíûé
Ãëîáóñ¿. Ïðàâèëà èãðû îíè íåìíîãî óïðîñòèëè: èãðà èä¼ò, ïîêà êòî-íèáóäü íå íàáåð¼ò íå ìåíåå K
î÷êîâ, îïåðåæàÿ ïðè ýòîì ñîïåðíèêà êàê ìèíèìóì íà äâà î÷êà. Íå÷¼òíûå ïîäà÷è ïîäà¼ò Òèìóð,
÷¼òíûå � Åðóëàí, òî åñòü, êîãäà êòî-òî âûèãðûâàåò î÷êî, ïîäà÷à ïåðåõîäèò ê ñëåäóþùåìó èãðîêó.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîèçîøëà íåîæèäàííîñòü, åñëè èãðîê âûèãðàë î÷êî íà ïîäà÷å ñîïåðíèêà. Òè-
ìóð è Åðóëàí ïðè ýòîì çàïèñàëè íîìåðà ïîäà÷, íà êîòîðûõ âîçíèêàëè íåîæèäàííîñòè. Âîññòàíîâèòå
÷èñëî ïîäà÷ â äàííîé èãðå.

Ââîä.

Â ïåðâîé ñòðîêå äâà öåëûõ ÷èñëà: N (îò 1 äî 100) è K (îò 1 äî 100), ÷èñëî íåîæèäàííîñòåé è
ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ, íóæíîå äëÿ ïîáåäû, ñîîòâåòñòâåííî.
Âî âòîðîé ñòðîêå N öåëûõ ÷èñåë (îò 1 äî 1000) � íîìåðà ïîäà÷, íà êîòîðûõ ïðîèçîøëè íåîæèäàí-
íîñòè.

Âûâîä.

Îäíî öåëîå ÷èñëî � êîëè÷åñòâî ïîäà÷ â äàííîé ïàðòèè. Åñëè ïàðòèÿ íå ìîãëà ðàçâèâàòüñÿ ïî
îïèñàííîìó ñöåíàðèþ, òî âûâåñòè -1.

Ïðèìåð.

Ââîä Âûâîä

3 6

1 4 5

10

4 10

1 4 7 10

-1

2 2

1 2

-1

Êîììåíòàðèé.

Â ïåðâîì ïðèìåðå âûèãðûâàåò Åðóëàí ñî ñ÷¼òîì 6:4, âçÿâ î÷êè íà ñâîèõ ïîäà÷àõ 2, 6, 8, 10 è íà

÷óæèõ ïîä íîìåðàìè 1 è 5.

Âî âòîðîì ïðèìåðå íèêòî íèêîãäà íå íàáåð¼ò íà äâà î÷êà áîëüøå ñîïåðíèêà, ïîñêîëüêó ïîñëå äåñÿ-

òîé ïîäà÷è ïðè ñ÷¼òå 5:5 Òèìóð è Åðóëàí íà÷èíàþò áðàòü î÷êè ïîî÷åð¼äíî.
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