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Óêàçàíèÿ

1. Ïóñòü I � èñêîìûé èíòåãðàë. Ñäåëàâ çàìåíó t = 2π − x, ïîëó÷èì I = −I; ñëåäîâàòåëüíî, I = 0.

2. Òàê êàê P (1) = 2 è P (2) = 1, òî ìíîãî÷ëåí P (x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå P (x) = (x − 1)(x −
2)Q(x) + 3 − x äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà Q(x). Îñòàëîñü ïîäîáðàòü ìíîãî÷ëåí Q(x) òàê, ÷òîáû äëÿ

ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî x (êðîìå, áûòü ìîæåò, 1 è 2) Q(x) áûëî èððàöèîíàëüíûì. Íàïðèìåð, ïîäîéä¼ò
Q(x) =

√
2. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí P (x) =

√
2(x−1)(x−2)+3−x óäîâëåòâîðÿåò

âñåì óêàçàííûì òðåáîâàíèÿì.

3. Çàìåòèì, ÷òî f(x) > 0, äëÿ âñåõ x ∈ R è f(−x) = f(x), ò.å. f(x) � ÷åòíàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

f(x) =
√
f(x)f(−x) =

√√√√ n∏
i=1

(axi + a−xi + 2),

ïðè ýòîì âñå ìíîæèòåëè â ïðîèçâåäåíèè ïîëîæèòåëüíû è íåñòðîãî âîçðàñòàþò ïðè x > 0.

4. Îáîçíà÷èì âåðøèíû A1, A2, A3, A4, à êîñèíóñ äâóãðàííîãî óãëà ïðè ðåáðå AiAj ÷åðåç cij . Ñóììàðíàÿ
ïëîùàäü ïðîåêöèé òð¼õ ãðàíåé íà ÷åòâ¼ðòóþ ðàâíà ïëîùàäè ýòîé ãðàíè:

cij + cjk + cki = 1,

äëÿ âñåõ 4 âîçìîæíûõ òðîåê (i, j, k). Ðåøàÿ ñèñòåìó èç 4 óðàâíåíèé ñ 6 íåèçâåñòíûìè ïîëó÷èì: c12 = c34,
c13 = c24 è c23 = c14. Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî âûñîòû òåòðàýäðà íà âñå 4 ãðàíè ðàâíû (íàïðèìåð, èç A3 è

A4). Çíà÷èò, ðàâíû âûñîòû â ãðàíÿõ (íàïðèìåð, èç A3 íà A1A2 è èç A1 íà A3A4). Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó,

÷òî ïðîòèâîïîëîæíûå ðåáðà ðàâíû.

5. Ââåä¼ì ôóíêöèþ

f(x) = c0x+
c1
2
x2 +

c2
3
x3 + . . .+

cn
n+ 1

xn+1.

Î÷åâèäíî, f(0) = 0; èç óñëîâèÿ ñëåäóåò f(1) = 0. Òîãäà ïî òåîðåìå Ðîëëÿ íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäíî òàêîå

÷èñëî ξ ∈ [0, 1], ÷òî f ′(ξ) = 0, à äàííîå óðàâíåíèå êàê ðàç ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå f ′(x) = 0.

6. Ïóñòü c ∈ D è v ∈ A. Òîãäà cv ∈ D è vc ∈ D. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü cvw = 1 äëÿ íåêîòîðîãî w ∈ A.
Òîãäà c = c2vw = 0.

Ïóñòü a ∈ D è x 6∈ D. Òîãäà axax = 0, îòêóäà axa = 0 · x−1 = 0.

Ïóñòü c, d ∈ D. Òîãäà (c+ d)4 = (cd+ dc)2 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, c+ d ∈ D, îòêóäà cd = −dc.
Åñëè a ∈ D è x ∈ D, òî axa = a · (−ax) = −a2x = 0.

7. (Áàåâ À.Æ.)

(a) Ïðè n îò 3 äî 8, âòîðàÿ ñòðîêà ÿâëÿåòñÿ ïîëóñóììîé ïåðâîé è òðåòüåé, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëè-

òåëü 0.

(b) Ïðè n > 11 ïåðâàÿ è îäèííàäöàòàÿ ñòðîêà ñîâïàäàþò.

(c) Âû÷òåì èç i-é ñòðîêè (i − 1)-þ äëÿ âñåõ i ñ n ñòðîêè äî 2. Äàëåå åùå ðàç âû÷òåì èç i-é ñòðîêè

(i− 1)-þ äëÿ âñåõ i ñ n ñòðîêè äî 3. Ïîëó÷èòñÿ ìàòðèöà ñ áëîêîì ðàçìåðà 7× 7, ãäå íà ïîáî÷íîé
äèàãîíàëè ñòîÿò ÷èñëà −10, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû íóëè.



Êàçàõñòàíñêèé ôèëèàë ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

8. Â ïîëó÷åííîì äâîéíîì ðÿäå ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè çíàêè ñóììèðîâàíèÿ:
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, ãäå S(x) =

∞∑
n=1

xn

n
. Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà ìíîæåñòâå [0, 1/2]

ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà S(x) è ðÿäà, ïîëó÷åííîãî èç íåãî ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì, ñëåäóåò

S′(x) =
∞∑
n=1

xn−1 =
1

1− x
.

Òàê êàê S(0) = 0, òî S(x) = − ln(1− x). Òàêèì îáðàçîì,
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