
Ðåñïóáëèêàíñêàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ ïðåäìåòíàÿ îëèìïèàäà

ïî ñïåöèàëüíîñòè ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå è êîìïüþòåðíîå

ìîäåëèðîâàíèå¿

Íóð�Ñóëòàí, 19.04.19

Ðàçáîð ðåøåíèé

1. (Áàåâ À.Æ.) Ïóñòü n > 1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ÷åòûð¼õ êâàäðàòíûõ âûðîæäåííûõ
ìàòðèö A,B,C,D ïîðÿäêà n òàêèõ, ÷òî áëî÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2n(

A B
C D

)
íåâûðîæäåíà.

Ðåøåíèå:

A = D =

(
En−1 0
0 0

)
, B = C =

(
On−1 0
0 1

)
.

2. (Àáäèêàëûêîâ À.Ê.) Íàéäèòå

lim
n→∞

n∑
k=1

(
k − sin k

n

)2018
n2019

.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì âûðàæåíèå, ïðåäåë êîòîðîãî íàäî íàéòè, êàê Sn. Ýòó ñóììó ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü êàê

Sn =
1

n

n∑
k=1

(
k − sin k

n

n

)2018

=
1

n

n∑
k=1

f(ξk),

ãäå f(x) = x2018, à ξk ∈ [k−1
n
, k
n
]. Âèäíî, ÷òî ýòî íåêîòîðàÿ èíòåãðàëüíàÿ ñóììà ôóíê-

öèè f(x) ïðè ðàâíîìåðíîì ðàçáèåíèè îòðåçêà [0, 1]; çíà÷èò, å¼ ïðåäåë ïðè n → ∞
ðàâåí èíòåãðàëó

1∫
0

x2018 dx =
1

2019
.

3. (Áàåâ À.Æ.) Äàíû N ðàçëè÷íûõ òî÷åê íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé è ÷¼ðíûé ÿùèê,
êîòîðûé ïîçâîëÿåò óçíàòü êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè ëþáûõ K 6 N òî÷åê. Çà
êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî çàïðîñîâ ìîæíî îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû âñåõ òî÷åê?

Ðåøåíèå:

Ïóñòü x1, x2, . . ., xn � èñêîìûå êîîðäèíàòû. Ïîñëå i-ãî çàïðîñà ìû ïîëó÷àåì ðàâåí-
ñòâî:

ai1x1 + ai2x2 + . . .+ ainxn = fi,
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ãäå aij ðàâíî ëèáî 1
K
, ëèáî 0, ïðè÷¼ì íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ ðîâíî K. Òàêèì

îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

1

K
Ax = f

ñ ìàòðèöåé ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì K < N ñóùåñòâóåò íåâû-
ðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêàN òàêàÿ, ÷òîáû â êàæäîé ñòðîêå áûëî ðîâíî
K åäèíèö è N −K íóëåé.

×òîáû óçíàòü êîîðäèíàòû ïåðâûõ (K + 1)-é òî÷êè, ðåøèì ñèñòåìó 1
K
Bx = f1..k+1 ñ

ìàòðèöåé ïîðÿäêà K + 1 âèäà

B =



0 1 . . . 1 1 1
1 0 . . . 1 1 1
...

...
. . .

...
...

...
1 1 . . . 0 1 1
1 1 . . . 1 0 1
1 1 . . . 1 1 0


Ñèñòåìà óðàâíåíèÿ ñ äàííîé ìàòðèöåé âñåãäà ñîâìåñòíà: ñëîæèì âñå ñòðîêè � ïî-
ëó÷èì ñòðîêó èç âñåõ åäèíèö, âû÷òåì èç ïîëó÷åííîé ñòðîêè îñòàëüíûå ñòðîêè �
ïîëó÷èì ñòðîêó èç îäíîé åäèíèöû. Çàïðîñàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè äàííîé ìàòðèöå,
ìîæíî ïîëó÷èòü êîîðäèíàòû ïåðâûõ (K + 1)-é òî÷êè. Äàëåå áóäåì äåëàòü çàïðîñû,
â êàæäîì èç êîòîðûõ áóäóò ïåðâûå (K − 1) òî÷êà è êàêàÿ-òî íîâàÿ òî÷êà.

A =



0 1 . . . 1 1 1 0 0 . . . 0
1 0 . . . 1 1 1 0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
...

...
...

...
1 1 . . . 0 1 1 0 0 . . . 0
1 1 . . . 1 0 1 0 0 . . . 0
1 1 . . . 1 1 0 0 0 . . . 0
1 1 . . . 1 0 0 1 0 . . . 0
1 1 . . . 1 0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...
. . .

...
1 1 . . . 1 0 0 0 0 . . . 1


Òàêèì îáðàçîì, ïðèK < N , îòâåò �N . À ïðèK = N , î÷åâèäíî, íàéòè xi íåâîçìîæíî
íè çà êàêîå êîëè÷åñòâî çàïðîñîâ.

4. (Àáäèêàëûêîâ À.Ê., Áàåâ À.Æ.) Íàéäèòå âñå ìíîãî÷ëåíû P (x) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè, äëÿ êîòîðûõ âåðíî

3

1∫
−1

P (x) dx = P (−1) + 4P (0) + P (1).

Ðåøåíèå:

Ïðåäñòàâèì èñêîìûé ìíîãî÷ëåí â âèäå ñóììû P (x) = Q(x)+R(x), ãäå Q(x) � ìíîãî-
÷ëåí ñ íå÷¼òíûìè ïîêàçàòåëÿìè ïðè x, R(x) � ñ ÷¼òíûìè. Ïðè òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ
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óñëîâèå çàäà÷è ðàâíîñèëüíî

3

1∫
0

R(x) dx = 2R(0) +R(1),

à íå÷¼òíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ Q(x) ìîæåò áûòü òàêèì îáðàçîì ïðîèçâîëüíîé. Ïóñòü
R(x) = a2kx

2k + . . .+ a2x
2 + a0, òîãäà íàøå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî

3

5
a4 +

3

7
a6 + . . .+

3

2k + 1
a2k = a4 + a6 + . . .+ a2k,

÷òî íåâîçìîæíî, åñëè õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ a4, a6, . . ., a2k áîëüøå íóëÿ.
Ïîýòîìó îòâåòîì íà çàäà÷ó ÿâëÿþòñÿ âñå ìíîãî÷ëåíû âèäà xT (x2) + ax2 + b.

5. (Àáäèêàëûêîâ À.Ê.) Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ôóíêöèÿ int f(int x), ÷òî ïðèñâàèâàíèå
y = f(f(x)) ïðè âñåõ x äà¼ò òîò æå ðåçóëüòàò, ÷òî è y = g(x), ãäå g(x) îïèñàíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì?

à) int g(int x)

{

return x + 2019;

}

á) int g(int x)

{

if (x % 2 == 0)

return x + 1;

else

return x - 1;

}

Ïðèìå÷àíèå: Âñå àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ïî ïðàâèëàì çíàêîâîé
àðèôìåòèêè ñ ìîäóëåì 232. Íàïðèìåð, åñëè x = 2147483647, òî x + 1 ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå −2147483648.

Ðåøåíèå:

à) Äîïóñòèì, ÷òî íàøëàñü òàêàÿ ôóíêöèÿ f(x), ÷òî f(f(x)) = g(x). Òî-
ãäà f(x) îáðàòèìà, ïîñêîëüêó f(f(x − 2019)) = x, ïðè÷¼ì îáðàòíàÿ ôóíê-
öèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà. Òàêèì îáðàçîì, f îñóùåñòâëÿåò áèåêòèâíîå îòîá-
ðàæåíèå ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë {−231,−231 + 1, . . . , 231 − 1} íà ñàìî ñåáÿ;
äðóãèìè ñëîâàìè, f � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë òèïà int. Òî æå ñàìîå
ìîæíî ñêàçàòü è ïðî g: óêàçàííîå ìíîæåñòâî äàííàÿ ôóíêöèÿ ïðåîáðàçóåò â
{−231+2019,−231+2020, . . . , 231−1,−231,−231+1, . . . ,−231+2018}. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî g � íå÷¼òíàÿ ïåðåñòàíîâêà (êîëè÷åñòâî èíâåðñèé 2019·(232−2019)), íî ýòî ïðèâî-
äèò ê ïðîòèâîðå÷èþ, òàê êàê g = f ◦f � êîìïîçèöèÿ äâóõ ÷¼òíûõ èëè äâóõ íå÷¼òíûõ
ïåðåñòàíîâîê è äîëæíà áûòü ÷¼òíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè f , óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèÿì, íå ñóùåñòâóåò.

á) Ïîäîéä¼ò ôóíêöèÿ
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int f(int x)

{

int t = (x % 4 + 4) % 4;

if (t == 0 || t == 1)

return x + 2;

if (t == 2)

return x - 1;

if (t == 3)

return x - 3;

}

6. (Àáäèêàëûêîâ À.Ê.) Äàíà áåñêîíå÷íàÿ ëåíòà èç áåëûõ è ÷¼ðíûõ êëåòîê. Ðîáîò íà-
÷èíàåò ñâî¼ äâèæåíèå ñ íåêîòîðîé êëåòêè è äâèæåòñÿ âïðàâî íà îäíó êëåòêó, åñëè
òåêóùàÿ êëåòêà áåëàÿ, è âëåâî, åñëè ÷¼ðíàÿ. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êî-
ëè÷åñòâà ðàçëè÷íûõ êëåòîê, êîòîðûå ïîñåòèò ýòîò ðîáîò.

Ðåøåíèå:

Äîïóñòèì, ÷òî íà÷àëüíàÿ êëåòêà áåëàÿ. Òîãäà ðîáîò áóäåò äâèãàòüñÿ âïðàâî, ïîêà
íå âñòðåòèò ÷¼ðíóþ êëåòêó, ïîñëå ÷åãî îí çàöèêëèòñÿ. Âûïèøåì âîçìîæíûå âàðè-
àíòû: WB, âåðîÿòíîñòü 1/4, ïîñåùåíû 2 êëåòêè; WWB, âåðîÿòíîñòü 1/8, ïîñåùåíû 3
êëåòêè; WWWB, âåðîÿòíîñòü 1/16, ïîñåùåíû 4 êëåòêè; è òàê äàëåå. Ïðîâåäÿ àíàëî-
ãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ íà÷àëüíîé ÷¼ðíîé êëåòêè, ïîëó÷èì òå æå ÷èñëà. Èñêîìîå
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå áóäåò ðàâíî

2

(
2

4
+

3

8
+

4

16
+ . . .

)
=

2

2
+

3

4
+

4

8
+ . . .+

n

2n−1
+ . . . =M.

Ñóììó M ìîæíî íàéòè íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè, â òîì ÷èñëå è òàê:

M+1 =M+

(
1

2
+

1

4
+

1

8
+ . . .+

1

2n−1
+ . . .

)
=

3

2
+
4

4
+
5

8
+. . .+

n+ 1

2n−1
+. . . = 2M−2⇒

⇒M = 3.
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